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KRISTALLOGRAY] SCHE GROWPuN

door B.L. van der Vaerden

Voordracht I, 18 October'1949

Een kristal is een samenstel van zeer vels molekulen, ionen of
atomen, waarin de situatie der atomen op geregelde afstanden in
drie hoofdrichtingen zich aldoor herhaalt. Denkt men zich het
kristal naar alle zijden oneindig voortgezet, dan kan men OCk ze: -
gen: het kristal laat verschu1v1ngcn in ZlChZSlL in 3 onatfhanke-
lijke richtingen toe.

Alle verschuivingen, die het krlstal toelaat, vormen de trans-
latiegroep van het kristal. Deze groep T heeft de volgende elgen-
schappen:

1le Er zijn 3 lineair onafhankelijke translaties in.

2e Br zijn geen verschuivingen over afstanden kleiner dan 4 in,
wazrin 4 bijv. de afstand van een atoom tot het dlChtStbljZl“ndu
gelijksoortig: atoom is.

Van zulke groepen T kan men bewijzen: L

Er zijn 3 basistranslaties U,V,W in T, zodat de vectoren van alle
andere translatles in T sommen van gehele weelvouden van U,V,W zijn:

(1) ' S = ku‘+ 17 + m¥

Een grote letter zoals X,U,V,s.. betekent in 't vervolg
a) een punt X met coordlnaten (x1,x2,x3)

b) de vector 0X, die van de oorsprong O naar het punt X wijst,
c) de translatle, die bij deze vector hoort,
d) de matrix van één kolom, gevormd door de getallen X1,X2,X ’
onder elkaar geschreven.
Voor rechtheekige en vierkante matrices gebruiken we ook grote-
letters zoals A,B 3Cyoen.

Cnderwerpt men één punt ¢ aan alle translatiess (1), dan ontstaat
en rooster, het kristalrooster. Viakken, gelegd door 3 rooster-
punten niet te ver uit elkaar, heten roostervlakken.42ij zijn ma-

kroskopisch te herkennen als spllgtvlakken, als kristalvlakken of

- door Rontgenrefleetiec. Van drie asset, wier richtingen door we

basisvectoren U,V,W bepaald worden snijden de kristalvlakken stuk-

~ken ru, sV, tW af, waarvan de kentallenlr, s, t zich verhouden

als kleine gehele getallen. Dit is de wet _van de gehels kentallen.
Deze wet, empirisch gevonden, wordt door de roosterstruktuur van .
het kristal volkomen verklaard. '
Een kristal kan behalve translaties nog anders bewegingen (araaie
ingen en schuifdraaiingen) en- omleggingen (bpleguilngCﬁ, schuif-
spiegelingen en draaispiegelingen) toelaten. Alle symmetristn van

-ec¢n kristal, d.w.z, alle bewegingen en omleggingen, die <en onein-

dig kristal met zichzelf tot dekking ‘brengen, vormen de bewugln S-

roep of krlstalgroap van het kristal.
%en beEweging (or omlegging) Wordt in recht- of bChcbthéklub‘
coordinaten voorgesteld door ; .

of 1n matr1x~séhr1§g%§g§%xav~*)L
(2) X' =AX +R

‘De 1nverse beweging is :

| X' = A1X~A1R
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- klke beweging kan ontbonden woraen in sen draaiing (of draais
spiegeling)

= AX
en ecn daaropvolgende translatie
X' =X + R

De draaiing A (we gebruiken weer dezelfde letter voor esn dra:
ing en haar matrix) noemen we het draaibestanddecl van de bewsgl.
(2), de translatie R het schuifbestandéesl. In rech hoekige co-
ordinaten is A een orthogonale matrix.

Twee bewegingen (A,R) en (B,8), na elkaar uitgevoerd:

X' =AX + R
X't = BX'" + B
geven wegr een beweging
. - X'' = (BAYX + (BR + §)

Men ziet:

Het draaibestanddeel van de produktbeweging 1s het product BA
van de draaibestanddelen der samenstellende bewsgingen.

En het draaibestanddecl van de inverse bewsglng 1s het inver-
se A

- Uit dezc¢ twee volgt: ‘

De draaibestanddelen van cen bewegingsgroep G vormen ésn draai-
ingsgvoep H.

"Draalingsgroep" of "puntgroep"betbkpnt hier stecds: procy van
drasiingen (spiegelingen en draaispiegelingen inbegrepen) om een
vast punt O. :

Ons doel is het onderzoek van alle mogelijke Krlstalgrobpgn G,
ofwel, zuiver mathematisch: Het onderzoek van alle groepsn G van
bewegingen en omleggingen, die 3 lineair onaihenkelijke transla-
tiles bevatien, maar geen willekeurig kleine verschuivingen.

De weg tot dit doel leidt over 3 étappes, waarvan de cerste
twge het belangrijkst zijn:

1. Berst worden alle in aanmerkln& komende puntgrospen H be-~
paald. Wij zullen zien, dat de bij een kristalgroep G horende
puntgroep H stecds eindig is en het kristalrooster invariant laat.
Van zulke puntgrospen, die ecn rooster invariant laten, zijn er
slechts 32. Elk van deze groespen bepaalt een kristalklasse. DLe 32
zC gevonden klassen worden in 7 kristalsystemen 1nécacelu,‘mbt de
traditionele namen:

monokllun, triklien, ‘
rhomboédrisch, tbtra%onmﬁl, , ; RN
hexagonasl, rhombisch, kubisch.

2. Vervolgens onderzoeken we de trdnsldtlebrOup T, ai¢ in &
bevat is, of, wat op hetzelfde neerkomt, het kristalroostsr. Er
zijn 14 typen roosters, die verschlliende puntgroupun tocliten.
De combinatie van telkens een rooster met een puntgroep gecfi aan-
leiding tot 73 arithmetische kristalklassen in de zin van L
,ggi7)Burckhardt (Qle Bawegunbsgruppcn der KrlSt&lLﬂgf&phlu, Iasel‘;
. 3. Bij elk van deze arlthmgtlschc kris alklasswn kan men ten-

slotte met esn methode van Frobenius alle mogelijke bewegings— 7]
~ groepen G bepalen. Zo vindt men de 230 beswegingsgroepen tprug, dlc‘g
,Schonflles en Fedorow het cerst bupaald ‘hebben. : el

Eerste stap De puntgroepen H.

,‘,.VWe gaan uit van een bewbglngsgroep Gy besohochn de daﬁrln bv\fj
. vatte translatlegroep T en construeren het kristalrooster door ‘
v,‘translatles S kU + lV + ﬂM'op de oorsprong lo} toe t@ passvﬂ.;
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Als men een translatie S met een willekeuriue beweging (4,R)
transformesrt, komt er weer sen translatie te voorschijn:

(4,R)(I,8)(4,R) L (I,A8) (I = Identiteit)

De vector van deze translatie ,4S, wordt gevonden door op de
vector S de draaiing A toe te passen: _
S' = AS.

Neem nu aan, dat (A,R) en (I,8) beide tot G behoren, dan moet
(I,A8) ook tot G en dus tot de Fra nslatiegroep T bohoren.
O0f, anders gezegd: Het rocster, Zevormd door alle veetoren § van o
trunslatiegroep, wordt door de draaiingen A van de groep H in zic.
zelf getransformmerd.

Hieruit volgt voorcsrst, &at de groep H eindig is. Yant: Sla o.
0 een bol, waar ue delSVLOtOFun U,V,7 binnen lig.en. wen draanl-
ing transformeurt U, vV, in vuctOren van degelfde lengten U',V',W1,
die dus weer binnen de bol ligzen. HMaar de bol bevat slechts cen
eindig aantal roosterpunten, dus is het aantal mogclijkheden van
het tripel (U',V',7') eindig.

Wij gaan nu alla eindige groepen H bepalen, die een rooster
in zichzelf transformeren. : )

x




KRISTALLOGTAFISCHE GROwWPLN
door B.L. van der Waerden
Voordracht II, 25 October 1949

Puntgroepen in het platte vlak
Een vlakke ‘draaiing over een hoek é\ wordt in rechthoeki-
ge coordlnaten voorgesteld door
X' =X cosé\ -y 31n<g
'y =X sinS +y cosg

dus door de matrix
D fcos§ -sind
(s1nS cos &

Op complexe grondvectoren -

15 . - A
Wz =V, + 1V, |
wordt dezelfde draaiing voorgesteld door de matrix

eig 0

o e"ig) , ;

Een‘draaiing over een hoek van 60° laat een héxagonaal,roos;
ter invabiant; ‘Kiest men roostervectoren U en V onder een hoek
~van 60 ‘als grondvectoren, dan wordt de matrix van de drqallng

(‘o —1) |
1 1 ,

Algemeen Ben draallng of 3p1egellng, die een rooster inva-
riant 1aa£ wordt, als men tweu b331svectoren van het rooster als
grondvbctoren U en V kiest, door een matrix mct hele betullbn
voorgsteld. ‘ ‘ D ‘

Bij alle coordlnatentransformatlcs bllaven invariant de
determinant en het spoor van de matrix. Het spoor is de som van de¢
‘diagonaalelementenx De determinant van een draallng 1s 1, het
VSpocr 2 cos®§ .

Het spoor van een draallng, die een rooster 1nvar1ant laat
is een gahesl getal, omdat immers bij geschikte keus van de grond—~

' ,vectoren alle dlaQOﬂaalelbmbnten geh e getallen zijn. uaar 2: GOSc

7 _:j*yk11sche groepun Cn-

steeds tussen -2 en +2 llgt, 21gﬂ slechts de volgende gevallen mogcw

"11;;1: | 2cos8 = -2, =1, 0, 1, 2
lr § =180, 120; 90"60,0

; In sen elndlge draallngsgroep is een klelnste draallngshouku 30
alle anderen zijn er veelvoud»n van AlS de orde van de grobp n 1s,i
o is S = =271 :n.. Als de grodp eeﬁ rooster 1nvar1ant laat 213n slechts h
'wide waarden BT n~2 3 4’; :'1, S mogellgk. ueze grOepen het




Krist.Groepen 11,2

Voegt men aan een cyklische groep Cn nog één spia%eliﬁg )
toe, en vermenigvuldigt die met alle draaiingen 1,D,D ,i..,
Dn, dan krijgt men een diedergroep Cnv‘ Deze begaat uit alle »
draaiingen en spiegelingen, die een regselmatige n-hoek in zich-

zelf overvoeren.
"Resultaat: De puntgroepen in het platte viak zijn:

Cqs Cpy Cys Cyy Cg

Cs = Cqys Coyr C3yr Cyys Ogy

b

_ s = S =
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KRISTALLOGHAFISCHE GHOTPEN
door B,L, v.d, Waerden,

Voordracht III en IV,
De_puntgroepen in 3 dimensies

Orthogonale transformaties zijn lineaire vectortransformatier
X' = AX, die de lengten van vectoren en dus ook de hoeken onver-
anderd laten,
In het platte vlak zijn er 2 soorten orthogonale transforme-
ties: draaiingen
f

X =xcosy -y sing

y'o=x sinf + ¥ cos¢
en spiegelingen

X‘::x

y' = -7

In de ruimte is er bij elke orthogonale transformatie een
vector U, die df in U ¥f in -U overgaat, Hieruit volgt gemakke-
lijk, dat er slechts 2 soorten zijnt draaiingen en draalspiege-
lingen,

X = X cos¢ - y siny
Yy =x sinq + J cosy
Z:i-Z '

Bij drasaiingen is de determinant + 1, bij draaispiegelingen
~ 1. Het spoor is 2 cosP + 1., Als de groep dus een rooster in-
varient laat, zijn alleen draaiingen met periode 1, 2, 3, 4 of
6 mogelijk, ‘

I. De elndlge groepen van draaiingen Slaan we een bol om
het punt O, dan heeft elke draaiing D twee polen P en Q op de.
bol, Is P een pool van D, en is A een ander element van de groep
H, dan is AP een pool van ADA y lmmers

(ADA™ )(AP) ADP = AP :

De drasaiingen om de as PQ vormen een cykllsche groepy zeg vg;;
de orde jJ

D, 93,0, DA @ = 1. |

Dit,213n de enige draaiingen 1n H, die het" punt P onverandera :
laten, Is A een element van H, dat punt P niet onveraﬁderd laat, :
‘dan zullen de J draalingen : '
| A, &, D2,... 409" |
\alle de pool P in dezelfde “geconqugeerde pool® AP overvoeren. i
Is er nog een andare geconaugeerde pool BP, dan zullen de dra@iwﬂ”
'ingen | o , R ;
| B, BD, BDZ, ...,B‘DJ" | ~
 311e P in BP overvoeren, 4o kunnen we doorgaan tot we alle el&
menten van H gehad hebben. Zlgn er ng geconjugeerde pclen o




S ‘als K; dan verkrijgt men H door de ene helft ven I, namelijk K"b

: h = jn,
de orde van de groep H, dus N

h
95 =3

Het totale asntal groepelementen behalve de 1 is (h-1), Maar
het is ook

gesommeerd over alle stelsels van n geconjugeerde‘polen. Want

bij elke pool behoren (j-1) draaiingen behalve de 1, en elke
draaiing heeft 2 polen.- Dus is

nle;lzzh..z

j =1 2
Ld=2-¢

De som links kan 2 of 3 termen bevatten, Zijn er 2 termen,
dan is 31 jz h, en we hebben een eyklische groep. Voor 3
termen hebben we de volgende oplossingen: :

1) 3y = o= 2 33 = s h = 2j: diBdergroepen

?) dg = 2, Jp =3, 3 =3, h =12z felreBdergroop

3) iq4 =2, i = 3, 33 = 4, h = 24: octaddergroep

4) 34 =2, Jp =3, §3 =5, h = 603 icosabdergroep

Als de groep een rooster invariant ldat, kan 4) niet voorko-
men. We hebben dan de volgende mogelijkhedens

cyklische groepen Cqs Co 03, 04, Cg
luu 3. ‘,-_- L.an Dz, D3, D4, D6

de tetraédergroep T
de octaédergroep 0.

. II. Groepen van draaiingen en spiegelingen ,
Als een puntgroep H spiegelingen of draalsplegelingen bevat,
dan bestaat hij voor de helft uit draallngen. Deze draaiingen A
vormen cen groep K. laat men deze draaziingen onveranderd, maar"
; vermenlgvuldlgt alle andere matrices uit H met -1, dan krijgt
'7meﬂ een groep L van uitsluitend draalingen. Het ken zijn dat
= K is, dan verkrijgt men H door asan K de inversie J toc te
voegen, Het kan ook zijn, dat L tweemaal zoveel elementen bevat,

onveranderd te laten en de andere helft met ~1 te. vermenlgvuld
‘gen. Zo vindt men de volgende mogeli;kheden3 ‘ G
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Notatiess Gn = cyklisch orde n
' D ='diBdergroep orde 2n

Oz = groep voortgebracht door ecn spiegeling S
S4 = . " " " viertallige draai-
, . . splege
Index h = horizontaal spiegelvlak ”?
* v = vertikaal spiegelvlak '

" d = diagonasl vertikaal spiegelvlak
Een diagonsalvlak halveert de hoek tussen twectweetalligs

essen,
Kristalklassen behoren tot hetzelfde kristalstelsel, als ze
hetzelfde rooster invariant laten. S

eerst !
Er zijn 7 kristalstelsels, Om deze af te leiden moeten WE* e

de 14 ruimtelijke kristalroosters bepalen.
Iaten we met het vlakke probleem beginnen.
De vlakke rossters,
In 't platte vlak hebben we de volgende puntgroepen:
Cyq 02 03‘ VC4 G6 :
; cs CZV C3v c4v CGV o :

We zoeken de bijbehorende roosters. Hiertoe dicnen de vol=~

gende 4 stellingent ' |

1¢ Elk rooster laat de omdreaiing C toe.

2, Als de groep een splegeling bevat dan is het rooster r@e%=
awfhoekig of rhombisch. ‘g
% 3. Als de groep ecn V1erta111ge draéling bevat &an is het  ; .
rwmgter kwadratisoh. ~ RN S :

4, Als de groep een drietallige draallng bevat dan is het
rooater hexagonaal.x' ‘ : o ‘ :
 Gaan we mu omgekeerd van het rooster uit en zoeken ae bmgb

Aorende groepen, dan vanden wet



1) bij een algemeen rooster. de groepen C1 en 02

2) " " rechthoekig of rhombisch rooster Cgq en Coy

3) " " kwadratisch rooster C, en O,y

,4) " " hexagonaal roosterxGB, Cgs» Cgy en Cgy

Br zijn dus 4 kristalstelsels, maar 5 soorten roosters, Bij
elk rooster behoort een grootste puntgroep, die het rooster in-~
variant laats: de holoBdrie van het kristalstelsels Dit zijn de
groepen Cny Cpys C4V en Cg... Ondergroepen van de halve orde he-
ten hemi¥drietn, van sen kwart van de orde tetartoédrieén.
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KRISTALLOGRAFIS”H“ GQOPP“N
door B.L. v.d. Waarden,
Laatste 2 voordrachten op 30 Nov. en 13 Dec. 1949.

A < e e o o v, T ks U S S S T s L WD s S T U o I i W

We bepalen nu de roosters, behorende bij de verschillende punt-
groepen., '

Daar elk rooster de inversie toelaat, behoeven we alleen de groepen
met inversie te beschouwen., Deze zijn: ,

(j D o~ o A ' g

- ,k, » N30, L.z,& 5 (“"('.‘v{p !‘

juc » Dyd sDun, D g en Oy
Bij C. behoort een willekeurig rooster /; (t = triklien). Verder

onderscheiden we 5 gevallen A-£:

.Geva% A, De groep bevat een omdrasiing.

Laat b en ¢ roostervectoren zijin in verschillende vlakken door de
as van de omdraaiing U . Dan 11ggen.§>b- en De-2 in het vlak 77 door
0 loodrecht op de as. Dus is 77 een roostervlak, We kunnen de eerste
twee basisvectoren At enwv- in 71 kiezen, de derde w erbuiten, Laat
de projectie vanw ep77 zijn. Dan is

Dw-w= 2 -(..;i)= 2 =M AT
X 14%M~+ L VAT
Dit geeft 2 gevallen: : :
1) 20 , dus win de as{ 7l enkelvoudlg mnnoklien rodster lm
2) §;§§; ’ vlak-gecentreerd monoklien rooster ﬁ; .

1]

' De holoédrie van het rooster is in beide gevallén de groep C;L‘

Geval B. De groep bevat een drasiing van de orde 4. v
Als in geval A is er een rogstervliak 77 loodrecht op de as van'de
'draaling. Het rooster in dit vlak is quadratlschsﬂi eni. zlan 1cod~
recht en even lang. Voor /2 vindt men 3 gevallen:

1) 724=0 , dusw in de asiTl ¢ enkelvoudig tetragonaal vooster
2) Z =gxM+zar : ruimtelijk gecentreerd teﬁragonaal rooster ﬂ;r

3) .a-_4A¢\ : onmogelijk, ' :

,De holoédrle Van.het rooster is in geval 1) en 2) de 8T09PtD4A

Geval C.‘De groep bévat een draallng van de orde 3.

le b een rqostervector, niet in de as van de draailngZE) 1 Dan
8 fvormen de ultelnden van de: vectoren&: 13& enj) b een gellakzijdige
(‘lfdriehoek 1n een vlakTT 1oodrecht op de as van}) . In ait vlaqu heeft




v,2.

men een hexagonaal rooster, bepaald door 2 basisvectoren.l en Du=4r,
die een hoek van 120° insluiten. Isur de derde basisvector en &z zijn
projectie op 77 , dan kunnen we het altijd zo inrichten dat 2 of nul
is ®f binnen het parallelogram van 4 ens valt, dus in elk geval
A . Nu 1sfjﬁ5{DW'TL“‘134.een roostervector, loodrecht op /4,
met een lengtel)V3 <\3 . Nu zijn er slechts 7 roostervectoren met
lengte <V3 , nl. de nulvector en de 6 vectoren +4, +Duen _tD2§
van de lengte 1, die hoeken van 60° met elkaar maken, Dus moet X dF
nul zijn, df de lengte J%f hebben en loodrecht op één van deze 6
vectoren staan. Zo vinden we 2 gevallen:
1) =9 , dus W™ ¢ hexasonaal rooster Ei .
2)«&1;11, lengteﬁg : rhomboedrisch rooster [,y .

In het e erste geval is de holoddrie van het rooster de groep (TQQ, In
et tweede geval ligt het uiteinde vanWw loodrecht boven het middel-
punt van é&n der gelijkzijdige driechoeken gevormd door de rooster-
vectoren in7] . Het rooster laat behalve de groep C;g ook nog de dia-
gonale spiegeling t.o.v. het vlak | & toe; de holo8drie is dusiDai

Geval D, De groep omvat de viergroep D

De viergroep bestaat uit de omdraaiingen om drie onderling lood~-
rechte assen. Op elk vande 3 vlakken JI door 2 van die assen kan men
de beschouwingen van geval A toepassen. Zo vindt men 4 gevallen:

1) M ,4r ar loodrecht: emkelvoudig rhombisch rooster |,
2) in 8&n vlak gecentreerd rhombisch rooster O

3) in alle vlakken gecentreerd rhombisch'roosterllﬁ

4) ruimtelijk gecentreerd rhombisch rooster Eﬁ" ;

De holoédrie is in alle gevallen I>&, .
2%

Geval E. De groep omvat de tetraédergroeprjﬁ. ,

De tetraddergroep omvat de viergroep, dus hebben we weer dezelfde
4 gevallen als onder D, Maar de tetfa@dergroép bevalt ook een draaiiﬁg :
~van de orde 3, die de 3 assen cyclisch verwisselt. Dus moeten de 3
ribben van het (al of niet geaentreerde) blok even lang 213n, en gevaly
2) kan niet voorkomen, Dus hebben we 3 gevallen: '
1) 3 loodrechte eenheldsveotorenA& #T 4w e enkelvoudlg kublsc?ﬁrogs-
‘ ter

: Wl
2) ru1mtell1k gecentreerd kubisch rooster e
‘3) in alle vlakken gecentreerd kublsch rooster{ﬁ

De holo%drle van het rooster 1s in alle drie gevallen de octaeder~ A
~ groep met 1nVer51e C} ‘ : :
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Let men alleen ep de holo&drie dan vindt men de bekende 7 kristale
-stelselss

1. Triklien stelsel. Holo'édrie(?c . Roosterg; .
Hemigdrie( .

iz

ol
2. -Monoklein stelsel. Holo¥drie Cz%' Roosters |, y A
Hemiddrieén C en C

3, Rhomboedrlsch stelsel. Holoedrle_D s RoosterF
HemiBdrieén (’3»»’ &w ,I)
Tetartoddrie

3°
4, Tetragonaal stelsel. Holoedrle :D% .« Roosters ]; ’

HemiGdrieén 1) hi? Cu ’ Cw,, j .
Tetartoédriedn ., , _ijq .

5. Hexagonaal stelsel. Holo®drie _)/4,_ . Rooster Q .
HemiBdrie8n (-L&’ Civy Dt ,:}
Tutartoedrleen(zé y C?,,g,’
-
6. Rhemblsch stelsel.Holoddrie D . Roosters} { o [; .
' Hemledrleen}) , CW

"L

L
7. Kubisch stelsel. Hologdrie O{, Roosters E > E N
Hemiddrie®n "7; ,TC; . O.
Tetartoddrie T .

De arrhhme'tlsche kristalklassen.
Kiest men bij een puntgroep een rooster, dan worden de draaiingen -

en s piegelingen van de puntgroep op de basisvectoren van het roester |
‘door matrices van gehele getallen voorgesteld. Zo'n eindige groep van
 arithmetische ma$rices heet een arithmetische kristalklasse. Twee zulke
groepen heten arithmetisch aequivalent, als men, zonder het rooster 'te

veranderen, door een andere keuze van basisvectoren het ene s*tel ma-
trices in ‘het andere kan doen overgaan. ‘

Er z13n 73 arithmetische klassen, Men vindt ze, door bij e}.k van de
32 puntgroepen telkens een bijbehorend rooster te kiezen.

De 230 ru:.mtegroepen.

| Onze analyse bracht 2 hoofdbes*banddeleh van een m:Lm’hegmepGr aan

 het licht: een puntgroep, ‘bestaande uit de rota'tlebes'tanddelen en een.

~rooster, bestaande uit de 'transla'hles in G " Heis aantal mogel:t;ke com—

‘blna'bles van een pun'hgroep met een roos*ter wes T3 )t o
‘Nu komt de synthese: L . G e

Hoe vindenwe h13 een gegeven pun'tgroep met rcoster a}.;le ruim’t;ew

oy groegen
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Een ruimtegroep § best.iat uit bewegingen (A,a), samengesteld

uit een rotatie A en een translatievector a:
X'=AX+a | |

Er zijn een eindig aantal A: de elementen A1,...,An van de punt-
. groep. Bij elke A kunnen we é4n beweging (A,a) uitkirzen. Alle an-
dere bewegingen‘(A,§+g) met hetzelfde rotatiebestanddeel & ontstaan
uit (A,a), door bij a alle mogelijke roostervectoren g op te tellen.
De hele groep G wordt dus (bij gegeven rooster) bepaald door de
ulitgekozen bewegingen (A,a1),...,(An,a ).

TLaat nu A en B twee matrices uit de punxgroep ziin, en

(1) AB = C. .

Dan is (4A,a).(B,b) een beweging met rotatiebestanddeel AB = C
en translatiebe standdeel Ab + a. Dit product moet tot groep G beho-
ren, dus moet | '

(2) M+a=c+g
zijn, waarin g een roostervector is. lien noemt (2) de voorwaardep
van Frobemius. | |

Voor A = E, B = ¢ volgt uit (2} e = g. Men kan dus bij E altijd
e = 0 kiezen.

Als A vastgehouden wordt en B de puntgroep doorloopt, dan doop-
loopt volgens (1) ook C de hele puntgroep. Telt men alle voorwaarden
(2) op, dan komt er

(3) Al b+me=2g+lg

Stel nu ’

22 =)¢=mnu ERE

dan Wordt (3) ngzgeling door n
Ao +a =1+ % h
d.w.z. de beweging (A,a) voert het punt u over in zxonéelf »nlus
van een roostervector. ‘
. Kiest men nu u als nleuwe oorsprong van coord;naten, dan wordt
het translatlebestanddeal van A een n-ds van een roostervcctor i
Trekt men hier nog een gehele roostervector van af, wat altlad mag,
dan bllgven er voor 1 h slechts w mogelijkheden over.}ﬂlt geldt
voor elk van de rotatles A = Aq,AZ,...,A dus: - i
Bij elke arlthmetlgche krlstalklasse behoort slechts een elndlg’ /
aantai rulmtegroepen- o e L : T ‘ S g
Men kan ‘het rekenwerk belangriak vgrknlfen, door niet alle (A a}f}

- w111ekeur1g te klezen, maar alleen enaele aoals (A,a) en (B,b),‘f

Bl=

LR
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zodanig dat A en B tezamen de puntgroep voortbrengen. Door macht-
verheffen en vermenigvuldigen virdt men dan alle bewegingen:(ﬁ,g)?
(A,8) .(B,b), etc. Daarna gaat men na, hoe g en b gekozen moeten
worden om aan de voorwaarden van Frobenius te voldoen. Tenslotte
zoekt men uit, welke van de gevonden ruimtegroepen equivalent zilji,
d.WeZ. alleen in de keuze van de coordinaten verschillen. Bv. bi]
een verschuiving van de oorsSprong naar het punt s géat (Asa) over
in (A,a') met

(4) a-a'=gs - As.

Tussewn fwee zulke op10381ngun behoeft men dus geen verschil te
maken.

Voorbeeld 1. Puntgroep 02, rooster EL
Voortbrengende draaiing /sz«d,—hm,-g g)\ﬁvwwmuﬂwx buﬂﬁﬂmua
ba +a =0+ g
Stel a = (a,b,c), dan wordi Aa
dus 1luidt de voorwaarde:
(0,0,2¢) = geheel ,
Dus zijn a en b willekeurig, ¢ = 0 of ¥2.
(4) luidt, als s = (x,y,2) gesteld wordt

i

(~a,~b,c),

ti

a - a!' = 2x

b - Db =2y
.‘ c~c' =40
dus kan a' = b' = 0 gekozen worden. Dus 2 groepen: ‘
01 (¢ =0) en Cg = ¥2)., Alleen de eerste bevat een draaiing.

Voorbeeld 2. Puntgroep Cs3» rooster P
Voortbrengende draaiing:
A(x,y,2) = (2,X,¥)
(8,8)° = (A%,4a + 2) = (B,D)
' Voorwaarde van Frobenius:
Ab+a-g
A(Aa +8a) + 8 =_§
: (8% oA+ Na = o
Stel a = (a,b,c), dan v1ndt men |
a+ b+ ¢ = geheel, bve. 2 + b + ¢ = 0 |
~(4) luidt, als 8 = (%,y,2) gesteld wordt,
E a-a' = X -z |
b bt o= - xf ,"’”
¢ - c"= z -~y ‘ ‘ e BT
4 Deze vergellgklngen zxgn oplosbadr met a' bt s{c’ é;Q'(kiegf
_«Q pv,_xi~ Q, y=b; 2= -a) Dus is er slechis 1 groep Cyv e =
B AT R NS X X X : !
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